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ΜΑΘΗΜΑ  28                                  
2.5    ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE  ΚΑΙ  Θ.Μ.Τ 
           Ασκήσεις    ∆ύο θέσεις  1x ,  2x  

                                Ρίζες  εξίσωσης 
                                Ανισότητες                    

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστηµα   [α,  β]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  β) 
µε   f(α) = β   και   f(β) = α .  Να αποδείξετε ότι : 
i)     Υπάρχει   xο∈(α,  β)  τέτοιο ώστε  f( xο ) = xο    

ii)    Υπάρχουν   1x ,  2x ∈(α,  β)   τέτοια ώστε   f ′ ( 1x )⋅ f ′ ( 2x ) = 1 

Προτεινόµενη λύση 
i) 
Αναζητάµε ρίζα της εξίσωσης    f(x) = x   
                                                    f(x) – x = 0 
Θέτουµε   h(x) = f(x) – x ,   x∈[α,  β]   
h    συνεχής στο  [α,  β]  σα διαφορά συνεχών 

h(α) = f(α) – α = β – α     και    h(β) = f(β) – β = α – β    

άρα   h(α) h(β)  =  – (α – β 2)  < 0 

Bolzano   ⇒     η εξίσωση  h(x) = 0   έχει ρίζα   xο   στο  (α,  β)   

ii) 

f συνεχής στο διάστηµα   [α,  xο ]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  xο ),  µε   

Θ.Μ.Τ   ⇒    υπάρχει  1x ∈(α,  xο )     ώστε   f ′ ( 1x ) = o

ο

f(x ) f( )
x
− α
−α

 = ο

ο

x
x

−β
−α

   (1) 

Οµοίως ,       υπάρχει  2x ∈( xο ,  β)     ώστε   f ′ ( 2x ) = o

o

f(β) f(x )
x

−
β−

 = o

o

x
x

α −
β−

   (2) 

(1). (2)   ⇒     f ′ ( 1x ) f ′ ( 2x ) = 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

f(α) ≠ f(β)  οδηγεί σε  
Θ.Μ.Τ 
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2. 
Η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο διάστηµα   [α,  β]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  β) µε   
f(α) ≠ f(β).   Να αποδείξετε ότι : 
i)      Υπάρχει   xο∈(α,  β)  τέτοιο ώστε    2f(xο ) = f(α) + f(β). 

ii)     Υπάρχουν   1x ,  2x ∈(α,  β)   τέτοια ώστε   
1

1
f (́x )

 + 
2

1
f  ́(x )

 = ( ) ( )
2( )

f f
β−α

β − α
 

Προτεινόµενη λύση 
i) 

Αναζητάµε ρίζα της εξίσωσης     2f(x) = f(α) + f(β) 
                                                      2f(x) – f(α) – f(β) = 0 

Θέτουµε   h(x) = 2f(x) –f(α) –f(β) ,   x∈[α,  β]   

h    συνεχής στο  [α,  β]  σα διαφορά συνεχών 

h(α) = 2f(α) –f(α) –f(β)  = f(α) –f(β)     και     

h(β) = 2f(β) –f(α) –f(β)  = f(β) – f(α) 

Άρα   h(α) h(β)  =  – [f(α) –f(β) 2]  < 0 

Bolzano   ⇒     Υπάρχει   xο∈(α,  β)  τέτοιο ώστε  h(xο ) = 0 

                                                                                   2f(xο ) – f(α) –f(β) = 0 

                                                                                   2f(xο ) = f(α) +f(β) = 0 

ii) 
f συνεχής στο διάστηµα   [α,  xο ]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  xο ),   µε   

Θ.Μ.Τ   ⇒    υπάρχει  1x ∈(α,  xο )     ώστε   f ′ ( 1x ) = o

ο

f(x ) f( )
x
− α
−α

   

                                                                                      =  

( ) ( ) ( )

ο

f f
f

2
x

α + β
− α

−α
   

                                                                                      =  
o

f( ) f( )
2(x )
β − α

−α
   

                                                              Άρα    
1

1
f  (x  )′  = o2(x )

f(β) f(α)
−α
−

    

Οµοίως ,   υπάρχει  2x ∈( xο ,  β)     ώστε      
2

1
f  (x  )′  = ( ) ( )

o2( x )
f f

β−
β − α

 

Εποµένως    
1

1
f  (x  )′  + 

2

1
f  (x  )′  =  ο o2(x ) 2( x )

f(β) f(α)
−α + β−

−
  =  ( ) ( )

2( )
f f

β−α
β − α

 

 
 
 
 
 

f(α) ≠f(β)  οδηγεί σε  
Θ.Μ.Τ 
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3. 
Η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο διάστηµα   [α,  β]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  β) µε   
f(α) = β   και   f(β) = α .  Να αποδείξετε ότι  υπάρχουν   1x ,  2x ∈(α,  β)   τέτοια ώστε   

f ′ ( 1x ) + f ′ ( 2x ) = – 2 

Προτεινόµενη λύση 

Έστω   xο = 
2

α +β    το κέντρο  του διαστήµατος   [α,  β]   

f συνεχής στο διάστηµα   [α,  xο ]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  xο ),   µε   

Θ.Μ.Τ    ⇒    υπάρχει  1x ∈(α,  xο )   ώστε   f ′ ( 1x ) = o

ο

f(x ) f( )
x
− α
−α

      

Οµοίως ,      υπάρχει  2x ∈( xο ,  β)     ώστε   f ′ ( 2x ) = o

o

f(β) f(x )
x

−
β−

     

f ′ ( 1x ) + f ′ ( 2x )  =  
( )f f(α)

2

2

α +β −

α +β −α
 +  

( )f(β) f
2

2

α +β−

α +ββ−
 

                              =  
( )f f(α)

2

2

α +β −

β−α  +  
( )f(β) f

2

2

α +β−

β−α  

                              =  f( ) f( )

2

β − α
β−α

  =   

2

α −β
β−α

 = −2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η ύπαρξη δύο θέσεων 

1x ,  2x  απαιτεί δύο 
διαστήµατα 
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4. 
Η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο διάστηµα   [α,  β]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  β) µε   
f(α) = f(β).   Να αποδείξετε ότι  υπάρχουν   1x ≠ 2x ∈(α,  β)   τέτοια ώστε 

f ′ ( 1x ) + f ′ ( 2x ) = 0 

Προτεινόµενη λύση 

Έστω   xο = 
2

α +β    το κέντρο  του διαστήµατος   [α,  β]   

f συνεχής στο διάστηµα   [α,  xο ]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  xο ),   µε   

Θ.Μ.Τ    ⇒    υπάρχει  1x ∈(α,  xο )   ώστε   f ′ ( 1x ) = o

ο

f(x ) f( )
x
− α
−α

  

Οµοίως ,        υπάρχει  2x ∈( xο ,  β)     ώστε   f ′ ( 2x ) = o

o

f(β) f(x )
x

−
β−

     

Αλλά    xο –  α  =  β – xο  =  
2

β−α
 

Οπότε    f ′ ( 1x ) + f ′ ( 2x )  = o

ο

f(x ) f( )
x
− α
−α

 + o

o

f(β) f(x )
x

−
β−

 

                                            = o o

ο

f(x ) f( ) f( β) f(x )
x

− α + −
−α

 = 0 

 

5. 
Συνάρτηση  f είναι συνεχής στο διάστηµα   [α,  β]  και παραγωγίσιµη στο   
(α,  β).   Να αποδείξετε ότι  υπάρχουν   1ξ ,  2ξ ,  οξ ∈ (α,  β)  τέτοια ώστε    

f ′ ( 1ξ ) + f ′ ( 2ξ ) = 2f ′ ( οξ ) 

Προτεινόµενη λύση 

Έστω   xο = 
2

α +β    το κέντρο  του διαστήµατος   [α,  β]   

f συνεχής στο διάστηµα   [α,  xο ]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  xο ),   µε   

Θ.Μ.Τ    ⇒    υπάρχει  1ξ ∈(α,  xο )    ώστε   f ′ ( 1ξ ) = o

ο

f(x ) f( )
x
− α
−α

       (1) 

Οµοίως ,        υπάρχει  2ξ ∈( xο ,  β)     ώστε   f ′ ( 2ξ ) = o

o

f(β) f(x )
x

−
β−

      (2) 

Αλλά    xο –  α  =  β – xο  =  
2

β−α
 

(1) + (2)    ⇒       f ′ ( 1ξ ) + f ′ ( 2ξ ) = f( ) f( )

2

β − α
β−α

 =  2 ( ) ( )f fβ − α
β−α

      (3) 

f συνεχής στο διάστηµα   [α,  β]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  β),   µε   

Θ.Μ.Τ    ⇒    υπάρχει  οξ ∈(α,  β)    ώστε     f ′ ( οξ ) =  ( ) ( )f fβ − α
β−α

       (4) 

Από τις   (3),  (4)   συµπεραίνουµε ότι  f ′ ( 1ξ ) + f ′ ( 2ξ ) = 2f ′ ( οξ ) 

 

Η ύπαρξη δύο θέσεων 

1x ,  2x  απαιτεί δύο 
διαστήµατα 
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6. 

Συνάρτηση  f είναι συνεχής στο διάστηµα   [α,  β]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  β)  µε    
f(x) > 0   για κάθε   x∈[α,  β].   Να αποδείξετε ότι  υπάρχουν   1ξ ,  2ξ ,  οξ ∈ (α,  β)  

τέτοια ώστε    1

1

f  (ξ )
f(ξ )
′

 + 2

2

f  (ξ )
f(ξ )
′

 = ο

ο

f  (ξ )
f(ξ )
′

 . 

Υπόδειξη 

Θεώρησε τη συνάρτηση   h(x) = lnf(x)    

και ακολούθησε την άσκηση  5. 

 

 

7. 
Να αποδείξετε ότι το  0  είναι η µοναδική πραγµατική ρίζα της εξίσωσης    

                                             xxe – xe + 1 = 0 
Προτεινόµενη λύση 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(x) = x xe – xe + 1 ,  x∈ℝ  

f(0) = 0⋅ 0e – 0e + 1 = – 1 + 1 = 0     ⇒      το  0  είναι η ρίζα 

Έστω ότι έχει και άλλη ρίζα  ρ .  (Ας είναι  ρ > 0) 
f συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα  [0,  ρ]   και   f(0) = f(ρ) = 0 ,   
µε  Rolle  θα υπάρχει  ξ∈(0,  ρ)  τέτοιο , ώστε   f ′ (ξ) = 0      
Αλλά  f ′ (x)  =  (x xe – xe + 1)́  =  xe + x xe – xe  =  x xe ,   

που δεν έχει ρίζα  ≠ 0  αφού  xe > 0  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η υπόθεση  f(x) > 0   

αλλά και ο λόγος  
( )
( )

f x

f x

′
 

υποψιάζουν συνάρτηση  lnf(x) 
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8. 

Να λύσετε την εξίσωση   x 1e −  =  ln e
x

 

Προτεινόµενη λύση 

Πρέπει   e
x

 > 0    ⇔    x > 0 

Προφανής  ρίζα  τo   1,   αφού    1 1e −  =  lne
1

        

                                                     0e  = lne         
                                                     1 = lne   που ισχύει 
Η εξίσωση  γίνεται   xe 1e−  =  lne – lnx  

                                  xe 1
e

  =  1 – lnx  

                                  xe  =  e – elnx            

                                  xe + elnx – e = 0 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(x) = xe + elnx – e ,   x > 0 

Έστω  ότι η εξίσωση , άρα και η  f,  έχει και άλλη ρίζα  ρ .  (Ας είναι  ρ > 1) 
f συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα  [1,  ρ]   και   f(1) = f(ρ) = 0 ,   

µε  Rolle  θα υπάρχει  ξ∈(1,  ρ)  τέτοιο , ώστε   f ′ (ξ) = 0    (1) 

Αλλά  f ′ (x)  = xe + e1
x

 > 0  για κάθε  x > 0 ,   άρα άτοπο λόγω της  (1)  

 
 
9. 
Να αποδείξετε ότι  η  εξίσωση   x xe = 1   έχει µοναδική πραγµατική ρίζα και αυτή 

στο διάστηµα  (0,  1) 

Υπόδειξη 

x xe = 1    ⇔    x xe – 1 = 0 ,          f(x) = xxe – 1 ,     Bolzano  και άσκηση  (1) 
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10. 
Έστω  πολυωνυµική συνάρτηση   f.  Αν οι εξισώσεις  f(x) = 0   και   f ′′ (x) = 0 
είναι αδύνατες , να αποδείξετε ότι η εξίσωση   f ′ (x) = 0   έχει ακριβώς µία ρίζα . 
Προτεινόµενη λύση 

Αν ο βαθµός του πολυωνύµου  f  είναι περιττός  ν , τότε 

x  
lim
→− ∞

f(x) =  
x  
lim
→− ∞

( xν
να ) = 1ℓ   ετερόσηµο του  να     και  

x  
lim
→+ ∞

f(x) =  
x  
lim
→+ ∞

( xν
να ) = 2ℓ   οµόσηµο του  να     

άρα υπάρχουν   1x ,  2x   ώστε   f( 1x ) f( 2x ) < 0 

και επειδή  f συνεχής ,  κατά  Bolzano,  η εξίσωση  f(x) = 0  θα έχει ρίζα , που  
είναι άτοπο. 

Άρα  ο βαθµός του πολυωνύµου   f είναι  άρτιος έστω   ν.       
Τότε   ο βαθµός του πολυωνύµου   f ′  είναι περιττός   ν – 1. 
Εποµένως , όπως αποδείχθηκε παραπάνω για  πολυώνυµο περιττού βαθµού,  η  
εξίσωση   f ′ (x) = 0   έχει ρίζα , έστω  ρ. 

Έστω, τώρα ,  ότι  η  f ′ (x) = 0   έχει  κι άλλη  ρίζα  σ  (και ας είναι  ρ < σ) 
f ′   συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα  [ ρ,  σ]  σαν πολυωνυµική  
και   f ′ (ρ) =f ′ (σ) = 0 ,  µε  Rolle  θα υπάρχει  ξ∈(ρ,  σ)  τέτοιο , ώστε    
f ′′ (ξ) = 0 ,  που είναι άτοπο,  αφού η  εξίσωση  f ′′ (x) = 0  έχει δοθεί αδύνατη . 

 
 
11. 
Έστω παραγωγίσιµη στο  ℝ  συνάρτηση  f.  Να αποδείξετε ότι µεταξύ δύο 
διαδοχικών ριζών της  f ′   υπάρχει το πολύ µία ρίζα της  f. 
Λύση 
Ονοµάζουµε   1

′ρ ,  2
′ρ   τις δύο διαδοχικές ρίζες της   f ′   µε   1

′ρ  <  2
′ρ . 

Έστω ότι µεταξύ των  1
′ρ ,  2

′ρ   η  f  έχει δύο ρίζες  1ρ ,  2ρ   µε   1
′ρ  < 1ρ  < 2ρ < 2

′ρ . 

H  f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα  [ 1ρ ,  2ρ ],  µε    

f( 1ρ ) = f( 2ρ ) = 0. 

Σύµφωνα µε το  Θ. Rolle,   θα υπάρχει  ξ∈( 1ρ ,  2ρ )   (άρα  ξ  ανήκει και  στο   

( 1
′ρ ,  2

′ρ )  τέτοιο, ώστε  f ′ (ξ) = 0 ,  που είναι άτοπο αφού οι  1
′ρ ,  2

′ρ   είναι  

διαδοχικές ρίζες της  f ′ . 
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12. 
Να αποδείξετε ότι  η εξίσωση    xlnx + x – 1 = 0   έχει µοναδική λύση στο  

διάστηµα   (0,  +∞ ). 

Προτεινόµενη λύση 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   h(x) = xlnx + x – 1,   x∈(0,  +∞ )   

Προφανής   ρίζα  η  x = 1,  αφού  h(1) = 1ln1 + 1 – 1 = 1⋅0 + 1 = 0 

Έστω ότι έχει κι΄ άλλη  ρίζα   ρ,  δηλαδή   h(ρ) = 0 

•    Όταν   ρ > 1 
      h   συνεχής και  παραγωγίσιµη  στο διάστηµα  [1,  ρ],   
     µε   Θ. Rolle   θα υπάρχει   ξ∈(1,  ρ)   ώστε   h́ (ξ) = 0     (1) 

     Αλλά    h́ (x) = (xlnx + x – 1)́  =  lnx + x1
x

 + 1 = lnx + 2 

     Οπότε   h́ (ξ) = lnξ + 2 
     (1)    ⇒     lnξ + 2 = 0    ⇒     lnξ = – 2    ⇒     

                                                     ξ = 2e−  = 2
1
e

 < 1 που είναι άτοπο  αφού  ξ∈(1,  ρ)    

•    Όταν   ρ < 1 

      Είναι    h(ρ) = ρlnρ + ρ – 1     (2) 
      ρ < 1     ⇒      lnρ < 0     ⇒     ρlnρ < 0     (3) 
      ρ < 1     ⇒      ρ – 1 < 0      (4) 
     (3) + (4)    ⇒     ρlnρ + ρ – 1 < 0 
     (2)     ⇒     h(ρ) < 0    που είναι άτοπο αφού   h(ρ) = 0 
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13. 
Να λύσετε την εξίσωση   3x + 8x = 4x + 7x  

Προτεινόµενη λύση 

Προφανείς ρίζες το  0  και το  1,   αφού    30 + 80 = 40 + 70  (δηλαδή  1 + 1 = 1 + 1)  

                                                       και       3 + 8 = 4 + 7 

Έστω ότι η εξίσωση  έχει και τρίτη ρίζα  ρ ≠ των 0  και  1. 

Τότε ο  ρ την επαληθεύει,  δηλαδή   3ρ + 8ρ = 4ρ + 7ρ      

                                                          8ρ – 7ρ = 4ρ – 3ρ     (1)    

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(t) = tρ ,   t∈[3,  +∞)       (2) 

                                 Τότε   f ′ (t) = ρ⋅tρ-1       (3)      

f συνεχής και παραγωγίσιµη  στο διάστηµα  [3,  4].   Κατά το Θ.Μ.Τ  θα υπάρχει  

ξ1∈(3,  4)  τέτοιο ώστε  f ′ ( ξ1) = f(4) f(3)
4 3
−
−

  
(1)

=   4ρ – 3ρ 

f συνεχής και παραγωγίσιµη  στο διάστηµα  [7,  8].   Κατά το Θ.Μ.Τ  θα υπάρχει  

ξ2∈(7,  8)  τέτοιο ώστε    f ′ (ξ2) = f(8) f(7)
8 7
−
−

  
(1)

=   8ρ – 7ρ 

Η  (1)   γίνεται    f ′ (ξ1) = f ′ ( ξ2)    
(3)

⇒      ρ 1
1
ρ−ξ  = ρ 1

2
ρ−ξ            ( ρ ≠ 0 ) 

                                                                     1
1
ρ−ξ  = 1

2
ρ−ξ                 ( 0 < ξ1 < ξ2 ) 

                                                                     1ξ  = 2ξ     που είναι άτοπο 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Απαγωγή  
σε άτοπο 

Αριθµητές κλασµά– 
των του  Θ.Μ.Τ 
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14. 
Αν   0 < α < β < 

2
π  ,   να αποδείξετε ότι      (β – α) εφα  <  lnσυνα

συνβ
 <  (β – α) εφβ 

Προτεινόµενη λύση 

Αρκεί να δειχθεί ότι      (β – α) εφα  <  lnσυνα – lnσυνβ  <  (β – α) εφβ 

                                      – (β – α) εφβ  <  lnσυνβ – lnσυνα  <  – (β – α) εφα 

                                     – εφβ  <  ln lnσυνβ− συνα
β−α

  <  – εφα 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(x) = lnσυνx ,   x∈[α,  β]  

Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε ότι       – εφβ  <  ( ) ( )f fβ − α
β−α

 <  – εφα 

Είναι  f  συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα   [α ,  β]  σα σύνθεση αντίστοιχων 
συναρτήσεων. 

Θ.Μ.Τ    ⇒     υπάρχει   ξ∈(α ,  β)  ώστε    f ′ (ξ)  =  ( ) ( )f fβ − α
β−α

     (1) 

Αλλά   f ′ (x) = 1
xσυν

 (συνx)΄ = 1
xσυν

 (– ηµx) = – εφx 

Άρα     f ′ (ξ)  = – εφξ 

(1)   ⇒       – εφξ  =  ( ) ( )f fβ − α
β−α

       (2) 

Επειδή    α < ξ   και   η   h(x) = εφx   είναι γν. αύξουσα   θα είναι    εφα < εφξ 
Οµοίως   εφξ < εφβ 

Εποµένως    εφα < εφξ < εφβ     ⇒      – εφβ < – εφξ < – εφα     
(2)

⇒  

                                                   – εφβ < ( ) ( )f fβ − α
β−α

 < – εφα         

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆ηµιουργούµε το 
κλάσµα του  Θ.Μ.Τ 
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15. 

Για κάθε    α ,  β∈ℝ   µε   α < β   να αποδείξετε ότι    ln e 1
e 1

β

α
+
+

 <  β – α  

Προτεινόµενη λύση 

Αρκεί να δειχθεί ότι      ln(eβ + 1) – ln(eα + 1)  <  β – α 

                                     
( ) ( )ln e 1 ln e 1β α+ − +

β−α
 < 1 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(x) = ln( xe + 1),   x∈[α ,  β] 

Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε ότι    ( ) ( )f fβ − α
β−α

 < 1 

Η  f  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα   [α ,  β]  σαν σύνθεση 
αντίστοιχων συναρτήσεων. 

Θ.Μ.Τ    ⇒     υπάρχει   ξ∈(α ,  β)  ώστε    f ′ (ξ)  =  ( ) ( )f fβ − α
β−α

     (1) 

Αλλά   f ′ (x) = x
1

e 1+
 ( xe + 1)΄  =  x

1
e 1+

xe  

Άρα     f ′ (ξ)  =  e
e 1

ξ

ξ +
 < 1    

(1)

⇒      ( ) ( )f fβ − α
β−α

 < 1 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆ηµιουργούµε το 
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16. 

Για κάθε   α,  β∈ℝ   µε   0 < α < β   να αποδείξετε ότι    α⋅e  <  

1
β β−α

α
 β
 
α 

 <  β⋅e 

Προτεινόµενη λύση 

Αρκεί να δειχθεί ότι   ln(α⋅e)  <  ln

1
β β−α

α
 β
 
α 

 <  ln(β⋅e) 

                                   lnα + lne  < 1
β−α

 ln
β

α
 β
 
α 

 <  lnβ + lne 

                                   lnα + 1  <  1
β−α

 (ln ββ – ln αα )  <  lnβ + 1 

                                   lnα + 1  <  1
β−α

 (βlnβ – αlnα)  <  lnβ + 1 

                                   lnα + 1  <  ln lnβ β−α α
β−α

 <  lnβ + 1 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(x) = xlnx ,    x∈[α,  β] 

Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε ότι    lnα + 1 <  ( ) ( )f fβ − α
β−α

 <  lnβ + 1 

Είναι  f  συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα   [α,  β]  σα γινόµενο αντίστοιχων 
συναρτήσεων. 

Θ.Μ.Τ    ⇒     υπάρχει   ξ∈(α,  β)  ώστε    f ′ (ξ)  =  ( ) ( )f fβ − α
β−α

     (1) 

Αλλά   f ′ (x) = (xlnx)́  = 1⋅lnx + x 1
x

 = lnx + 1 

Άρα     f ′ (ξ)  =  lnξ + 1 

(1)   ⇒       lnξ + 1 = ( ) ( )f fβ − α
β−α

 

Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε ότι    lnα + 1  <  lnξ + 1  <  lnβ + 1 
                                                                lnα   <  lnξ  <  lnβ  

                                                                        α < ξ < β      που ισχύει, αφού  ξ∈(α,  β) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆ηµιουργούµε το 
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17. 
Για την παραγωγίσιµη  στο διάστηµα  [α,  β]  συνάρτηση  f  δίνεται ότι   
                         f ′ (x) + f(x) = 1  για κάθε   x∈(α,  β) 

Να αποδείξετε ότι    eα (β – α)  <  eβ f(β) – eα f(α)  < eβ (β – α) 

Προτεινόµενη λύση 

Αρκεί να αποδείξουµε    eα  <  
β αe f(β) e f(α)−

β−α
 <  eβ       

Θεωρούµε τη συνάρτηση    g(x) =  xe f(x) ,   x∈[α ,  β] 
Η  g  είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα   [α,  β]  σαν γινόµενο 
αντίστοιχων συναρτήσεων. 

Θ.Μ.Τ    ⇒     υπάρχει   ξ∈(α ,  β)  ώστε    ǵ (ξ)  =  ( ) ( )g gβ − α
β−α

 

                                                                      ǵ(ξ)  =  
β αe f(β) e f(α)−

β−α
 

Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε    eα  <  ǵ (ξ)  <  eβ  
 

Αλλά    ǵ (x) =  ( xe f(x))΄ =  ( xe )΄f(x) + xe f ′ (x)  

                                             = xe f(x) + xe f ′ (x)   

                                             =  xe [f(x) + f ′ (x)]  =  xe ⋅1  =  xe  

Άρα    ǵ (ξ)  =  eξ  

Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε    eα  <  eξ   <  eβ  
                          ή                         α  <  ξ   <  β    που ισχύει αφού   ξ∈(α,  β)   
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18. 
Να αποδείξετε ότι         ee ⋅ ππ >e2π  

Προτεινόµενη λύση 
Αρκεί να αποδείξουµε     ln(ee ⋅ ππ ) >  ln e2π 
                                         ln ee + ln ππ >  2πlne 

                                        elne + π ln π  >  2 π  

                                        e + π ln π  >  π + π 

                                         π ln π – π  >  π – e 

                                         π ( lnπ – 1)  >  π – e 

                                         π ( ln π – lne)  >  π – e 

                                        ln ln e
e

π −
π −

 > 1
π

       

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(x) = lnx ,   x∈[e,  π] 

f  συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα   [e,  π] ,  µε   Θ.Μ.Τ    ⇒      

υπάρχει   ξ∈(e,  π)  ώστε    f ′ (ξ) = ln ln e
e

π −
π −

 

Έτσι ,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι    f ′ (ξ) > 1
π

 

Αλλά    f ′ (x) = 1
x

 ,   άρα    f ′ (ξ) = 1
ξ

 

Έτσι , αρκεί να αποδείξουµε ότι    1
ξ

 > 1
π

  δηλαδή    

                                                        π > ξ      που ισχύει , αφού  ξ∈(e,  π)   
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19. 
Για κάθε   x∈[1,  +∞ ),  να αποδείξετε ότι     1

x 1+
 <  ln x 1

x
+  < 1 

Προτεινόµενη λύση 

Αρκεί να αποδείξουµε  ότι     1
x 1+

 <  ln(x + 1) – lnx  < 1 

                                                1
x 1+

 < ln(x 1) ln x
(x 1) x
+ −
+ −

  < 1 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(t) = lnt ,   t∈[x ,  x +1] 

Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι       1
x 1+

 < ( )
f(x +1) f(x)

x 1 x
−

+ −
  < 1 

∗   Προσοχή,  η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι  t  και όχι   x. 
 
Είναι  f  παραγωγίσιµη , άρα και συνεχής στο διάστηµα  [x,  x + 1] 

Θ.Μ.Τ    ⇒     υπάρχει   ξ∈(x,  x +1)   ώστε   f ′ (ξ) = ( )
f(x +1) f(x)

x 1 x
−

+ −
 

Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι        1
x 1+

 < f ′ (ξ)  <  1 

Αλλά   f ′ (t) = (lnt)́  = 1
t

   ⇒    f ′ (ξ) = 1
ξ

  

Εποµένως ,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι      1
x 1+

 < 1
ξ

 < 1 

•      Για την ανίσωση    1
x 1+

 < 1
ξ

    ⇔       

                                       ξ  <  x + 1      που ισχύει , αφού  ξ∈(x,  x + 1)    

•      Για την ανίσωση   1
ξ

 < 1    ⇔    1 <  ξ    που  ισχύει   αφού   1 ≤   x  <  ξ 
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0 1 xξ

0 x 1ξ

20. 
Για κάθε   x > 0   να αποδείξετε ότι     lnx ≤   x – 1  

Προτεινόµενη λύση 

•      Για    x = 1,   είναι     ln1 ≤  1 – 1    ⇔      0 = 0    ισχύει ως ισότητα . 

•      Για    x > 1                                                                  

 
        Αρκεί να αποδείξουµε  ότι     lnx – ln1 <  x – 1 

                                                       ln x ln1
x 1
−
−

 < 1   (διαιρέσαµε µε  x – 1 > 0) 

 
        Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(t) = lnt ,   t∈[1,  x] 

        Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι    f(x) f(1)
x 1
−
−

  < 1   

        ∗   Προσοχή,  η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι  t  και όχι   x. 

        Είναι  f  παραγωγίσιµη , άρα και συνεχής στο διάστηµα  [1,  x] 

        Θ.Μ.Τ    ⇒     υπάρχει   ξ∈(1,  x )   ώστε   f ′ (ξ) = f(x) f(1)
x 1
−
−

 

        Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι         f ′ (ξ)  <  1 

        Αλλά   f ′ (t) = (lnt)́  = 1
t

   ⇒    f ′ (ξ) = 1
ξ

  

        Εποµένως ,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι     1
ξ

 < 1   δηλαδή   1 < ξ   που ισχύει 

•      Για    0 < x < 1                                                            

 
        Αρκεί να αποδείξουµε  ότι     lnx – ln1 <  x – 1 

                                                       ln x ln1
x 1
−
−

 > 1    (διαιρέσαµε µε  x – 1 < 0) 

        Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(t) = lnt ,   t∈[x,  1] 

        Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι       f(x) f(1)
x 1
−
−

  > 1 

        Εφαρµόζουµε   Θ.Μ.Τ ,   όπως στην προηγούµενη περίπτωση. 
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21. 
Για κάθε   x > 0 ,  να αποδείξετε ότι     x – 2x  <  ln(1 + x )  <  x   

Προτεινόµενη λύση 

Αρκεί να αποδείξουµε  ότι     x – 2x  <   ln(1 + x ) – ln1 <  x   

                                               1 – x  <  ln(1 x) ln1
x

+ −   <  1 

                                               1 – x  <  ln(1 x) ln(1 0)
x 0

+ − +
−

  <  1 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(t) = ln(1 + t) ,   t∈[0,  x] 

Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι    1 – x  <  f(x) f(0)
x 0
−
−

  <  1   

∗   Προσοχή,  η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι  t  και όχι   x. 

Είναι  f  παραγωγίσιµη , άρα και συνεχής στο διάστηµα  [0 ,  x] 

Θ.Μ.Τ    ⇒     υπάρχει   ξ∈(0,  x )   ώστε   f ′ (ξ) = f(x) f(0)
x 0
−
−

 

Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι        1 – x  < f ′ (ξ)  <  1 

Αλλά   f ′ (t) = (ln(1 + t))΄ = 1
1 t+

   ⇒    f ′ (ξ) = 1
1+ ξ

 

Εποµένως ,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι     1 – x  < 1
1+ ξ

 <  1 

•      Για  την ανίσωση      1 – x  < 1
1+ ξ

 

                                          (1 – x)(1 + ξ) < 1 

                                          1 + ξ – x – xξ  < 1  

                                          ξ – x – xξ  < 0 

                                          ξ < x + xξ 

                                          ξ < x (1 + ξ)    που ισχύει,  αφού   ξ < x < x (1 + ξ)  

•      Για  την ανίσωση     1
1+ ξ

 <  1 

                                         1 < 1 + ξ   που ισχύει 
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22. 
Για κάθε   α ≥  1   και    x > 0 ,   να αποδείξετε ότι     (1 + x)α ≥  1 + αx 

Προτεινόµενη λύση 

•      Για   α = 1,  προφανώς ισχύει ως ισότητα 

•      Για   α > 1 

        Αρκεί να αποδείξουµε  ότι     (1 + x)α – 1  ≥   αx 

                                                       (1 + x)α – (1 + 0)α   ≥   αx 

                                                      ( ) ( )1 x 1 0
x

α α+ − +
 ≥  α 

                                                      ( ) ( )1 x 1 0
x 0

α α+ − +
−

  ≥   α 

        Θεωρούµε τη συνάρτηση   f(t) = (1 + t)
α

 ,   t∈[0,  x] 

        ∗   Προσοχή,  η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι  t  και όχι   x. 

        Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι    f(x) f(0)
x 0
−
−

  ≥   α 

        Θ.Μ.Τ    ⇒     υπάρχει   ξ∈(0,  x)   ώστε   f ′ (ξ) = f(α) f(0)
α 0
−
−

 

        Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι     f ′ (ξ)  ≥  α 

        Αλλά   f ′ (t)  =  α (1 + t
1)α−     ⇒    f ′ (ξ)  =  α (1 + ξ

1)α−      

        Οπότε,  αρκεί να αποδείξουµε  ότι     α (1 + ξ
1)α−  ≥  α 

                                                                   (1 + ξ
1)α−  ≥  1 

                                                                   1 + ξ  ≥  1    που ισχύει, αφού   ξ > 0 
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xα βξ

23. 
Έστω  συνάρτηση  f συνεχής στο διάστηµα  [α,  β]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  β)  µε   
f(α) = 0   και   ( )f x′  ≤  γ ,  x∈(α ,  β) ,  όπου   γ > 0.   Να αποδείξετε ότι   

                       γ(α – β)  < f(x)  <  γ(β – α) ,   x∈(α ,  β). 

Προτεινόµενη λύση 

Έστω   x∈(α,  β)  τυχαίο.                                                                        
 
f συνεχής στο διάστηµα  [α,  x]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  x).   

Θ.Μ.Τ   ⇒    υπάρχει   ξ∈(α,  x)   ώστε  f ′ (ξ) = f(x) f( )
x
− α
−α

 = ( )f x
x −α

  ⇒  

                                                                 │ f ′ (ξ)│= │ ( )f x
x −α

│ 

                                                                 │ f ′ (ξ)│= 
( ) f x  

x −α
 

                                                                 │ f ′ (ξ)│= 
( ) f x  

x −α
 ,  αφού  x – α > 0      (1)  

Για  x = ξ ,  η  υπόθεση     ( )f x′  ≤  γ   ⇒     ( )f ξ′  ≤  γ    
(1)

⇒  

                                                                        
( ) f x  

x −α
 ≤  γ 

                                                                        ( )f x  ≤  γ(x – α)         (2) 

Αλλά    0 < x – α  <  β – α     ⇒      γ(x – α)  <  γ(β – α)       

(2)    ⇒     ( )f x  <  γ(β – α)     ⇒      – γ(β – α)  <  f(x)  <  γ(β – α)      

                                                               γ(α – β)  <  f(x)  <  γ(β – α)   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ιδιότητα των  απολύτων 
|x| < θ    ⇔    – θ < x < θ 
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xα βξ

24. 
Έστω  συνάρτηση  f συνεχής  στο  διάστηµα  [α,  β]  και  παραγωγίσιµη στο   
(α,  β)  µε   f(α) = α   και    0 < f ′ (x) < 1  για κάθε   x∈(α,  β).   Να αποδείξετε  
ότι     α  < f(x) < β   για κάθε   x∈(α,  β).    

Προτεινόµενη λύση 

Έστω   x∈(α ,  β)  τυχαίο.                                                                      

f συνεχής στο διάστηµα  [α,  x]  και παραγωγίσιµη στο  (α,  x). 

Θ.Μ.Τ   ⇒     υπάρχει   ξ∈(α,  x)   ώστε   f ′ (ξ) = f(x) f( )
x
− α
−α

 = ( )f x
x

−α
−α

    (1) 

Αλλά ,  από υπόθεση είναι   0 < f ′ (ξ) < 1     
(1)
⇒     0  <  ( )f x

x
−α

−α
  <  1   

                                                                                 0  < f(x) – α   <  x – α   
                                                                                 α  < f(x)  <  x 
                                            αλλά    x ≤  β,  οπότε   α  < f(x)  < β 
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25. 
Έστω  συνάρτηση  f παραγωγίσιµη  στο  ℝ   µε   f ′   γνησίως αύξουσα .   
Να αποδείξετε  ότι 

i)        f ′ (α)  < f(α + 1) – f(α)  < f ′ (α + 1)  ,   α∈ℝ  

ii)       f(α + 1) + f(α + 2)  < f(α ) + f(α + 3)  ,   α∈ℝ  

Προτεινόµενη λύση 
i) 

f παραγωγίσιµη ,  άρα και συνεχής στο διάστηµα   [α,  α + 1].  

Θ.Μ.Τ    ⇒    υπάρχει   ξ∈( α ,  α + 1)    ώστε   f ′ (ξ) = f( 1) f( )
1

α + − α
α + −α

 

                                                                             f ′ (ξ) =  f(α + 1) – f(α)    (1) 

α <  ξ <  α + 1   και   f ′   γνησίως αύξουσα    ⇒    f ′ (α) < f ′ (ξ) < f ′ (α + 1)    
(1)
⇒  

                                                                       f ′ (α)  < f(α + 1) – f(α)  < f ′ (α + 1) 

ii) 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι   f(α + 1) –f(α)  < f(α + 3) –f(α + 2) 

f παραγωγίσιµη ,  άρα και συνεχής στο διάστηµα   [α,  α + 1].  

Θ.Μ.Τ    ⇒    υπάρχει   ξ∈(α,  α + 1)    ώστε   f ′ (ξ) = f( 1) f( )
1

α + − α
α + −α

 

                                                                           f ′ (ξ) =  f(α + 1) – f(α)          (2) 

Οµοίως ,  υπάρχει   θ∈(α + 2,  α + 3)    ώστε   f ′ (θ) = ( ) ( )f 3 f 2
( 3) ( 2)
α + − α +
α + − α +

    

                                                                          f ′ (θ) =  f(α + 3) – f(α + 2)    (3)  

Λόγω των  (2),  (3) ,  αρκεί να αποδείξουµε ότι   f ′ (ξ)  < f ′ (θ),   

που ισχύει,  αφού    ξ < θ  και   f ′   γνησίως αύξουσα . 
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2 431 5

ξ1 ξ2 ξ3 ξ4

26. 
Έστω  συνάρτηση  f συνεχής  στο  διάστηµα  [1,  5]  και  παραγωγίσιµη στο   
(1,  5).   Αν  f ′   γνησίως φθίνουσα στο  διάστηµα   [1,  3]   και  γνησίως αύξουσα 
στο   [3,  5],   να αποδείξετε  ότι   f(5) –f(1) > 2 [f(4) –f(2)]  
Προτεινόµενη λύση 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι η διαφορά    Σ = f(5) –f(1)  –  2 [f(4) –f(2)]  > 0 

Είναι    Σ =  f(5) –f(1) – 2 f(4) + 2 f(2) 

            Σ =  f(5) –f(1) – f(4) –f(4) + f(2) + f(2) + f(3) –f(3) 

            Σ =  [f(2) –f(1)] – [f(3) –f(2)] – [f(4) –f(3)] + [f(5) –f(4)]     (1) 

 

                                                                                                 

Θ.Μ.Τ  στο διάστηµα  [1 ,  2]   ⇒     

υπάρχει  1ξ ∈(1 ,  2)    ώστε   f ′ ( 1ξ ) = ( ) ( )f 2 f 1
2 1
−
−

 = f(2) – f(1) 

Οµοίως , υπάρχει  2ξ ∈(2 ,  3)    ώστε   f ′ ( 2ξ ) = f(3) – f(2) 

               υπάρχει  3ξ ∈(3 ,  4)     ώστε   f ′ ( 3ξ ) = f(4) – f(3) 

               υπάρχει  4ξ ∈(4 ,  5)     ώστε   f ′ ( 4ξ ) = f(5) – f(4) 

(1)     ⇒       Σ = f ′ ( 1ξ ) –f ′ ( 2ξ ) –f ′ ( 3ξ ) + f ′ ( 4ξ )   

                    Σ = [ f ′ ( 1ξ ) –f ′ ( 2ξ )] + [ f ′ ( 4ξ ) –f ′ ( 3ξ )]        (2) 

1ξ < 2ξ   και  f ′   γνησίως φθίνουσα στο  διάστηµα   [1,  3],  άρα και στο  [ 1ξ , 2ξ ] 

⇒     f ′ ( 1ξ ) > f ′ ( 2ξ )     ⇒     f ′ ( 1ξ ) –f ′ ( 2ξ ) > 0     

3ξ < 4ξ   και  f ′   γνησίως αύξουσα στο  διάστηµα   [3,  5] ,  άρα και στο  [ 3ξ , 4ξ ] 

⇒     f ′ ( 3ξ ) < f ′ ( 4ξ )     ⇒     f ′ ( 4ξ ) –f ′ ( 3ξ ) > 0 

(2)    ⇒     Σ  >  0 

 

 

 


